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Задача о T -периодических решениях системы (8) равносильна интегральному уравне-
нию

y = eA(µ)T y + eA(µ)T
T∫
0

e−A(µ)sa(y(s); s; )ds,

где y(t) – решение задачи Коши для системы (8) с начальным условием y(0) = y. Здесь

A(µ)=

[
0 1

−(1+µ) 0

]
, a(y, t)=

[
0

−y21

]
sin t. Положим T =2π. Вычисления показыва-

ют, что T -периодические решения уравнения (8) возникают только по направлению векто-

ра x∗=

[
0
−4

3

]
.
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Ibragimova L.S. BIFURCATIONS OF FORCED OSCILLATIONS IN CONSERVATIVE DYNAMIC
SYSTEMS

The problem about bifurcations of the forced oscillations in the conservative systems is studied. The
method is based on construction of the subsidiary two-parameter operator equation. This method allows
to define solutions of the initial problem about periodic solutions.
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Предложен алгоритм, являющийся обобщением метода наименьших квадратов, кото-
рый позволяет получать сильно состоятельные оценки параметров линейных динами-
ческих систем нецелого порядка при наличии помех наблюдения в выходном сигнале в
условиях отсутствия информации о законе распределения помех.

В настоящее время активно развиваются методы нелинейного оценивания параметров
динамических систем [1, 2]. В статье предложено обобщение метода нелинейных наимень-
ших квадратов на случай динамической системы нецелого порядка с помехой в выходном
сигнале.

Рассмотрим линейную динамическую систему нецелого порядка, описываемую стохасти-
ческими уравнениями с дискретным временем i= ...− 1, 0, 1, ... :

zi =

r∑
m=1

b
(m)
0 ∆αmzi−1 +

r1∑
m=1

a
(m)
0 ∆βmxi, yi = zi + ξi, (1)
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где 0<α1 . . . < αr, 0<β1 . . . < βr1 , Γ(α) =
∫∞
0 e−ttα−1dt, ∆αmzi =

∑i
j=0(−1)j

(
αm
j

)
zi−j ,

∆βmxi=
∑i

j=0(−1)j
(
βm
j

)
xi−j ,

(
αm
j

)
= Γ(αm+1)

Γ(j+1)Γ(αm−j+1) .

1. Множество B̃, которому априорно принадлежат истинные значения параметров
устойчивой динамической системы, является компактом.

2. Случайный процесс {ξi} является мартингал-разностью и удовлетворяет следую-
щим условиям: E (ξi/Fi)= 0, п.н., E

(
ξ2i /Fi

)
<∞ п.н. E

(
ξ4i
)
<∞, E

(
ξ2i
)
<∞, где Fi−σ -

алгебра, индуцированная семейством непрерывных случайных величин {ξ(t), t∈Ti} , Ti =
= {t; t6 i, t∈Zc -множество целых чисел}.

3. Входной сигнал xi является случайным процессом с E(xi) = 0, E(x2i ) = σ2x <∞ и

истинные значения параметров
(
b0
a0

)
удовлетворяют условию

lim
N→∞

1
N

∑N
i=1

(
φ
(i)
z

φ
(i)
x

)( (
φ
(i)
z

)T (
φ
(i)
x

)T )
= lim
N→∞

1
N

(
Hzz Hzx

HT
zx Hxx

)
=H п.н.,

φ(i)
z =

 i∑
j=0

(−1)j
(
α1

j

)
zi−j−1, . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
αr
j

)
zi−j−1

T

,

φ(i)
x =

 i∑
j=0

(−1)j
(
β1
j

)
xi−j , . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
βr1
j

)
xi−j

T

,

причем H существует, ограничена и положительно определена.
4. {xi} статистически не зависит от {ξi} .
Требуется определять оценки неизвестных коэффициентов динамической системы,

описываемой уравнением (1) по наблюдаемым последовательностям yi, xi, при известных
порядках r, r1 определить оценки истинных значений параметров.

Система может быть записана как линейная регрессия

yi = φTi θ0 + εi,

где θ=
(
bT0 aT0

)T
=
(
b
(1)
0 , ..., b

(r)
0 a

(1)
0 , ..., a

(r1)
0

)T
, εi= ξi− bT0 φ

(i)
ξ ,

φi =

( (
φ
(i)
y

)T (
φ
(i)
x

)T )T
,

φ(i)
y =

 i∑
j=0

(−1)j
(
α1

j

)
yi−j−1, . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
αr
j

)
yi−j−1

T

,

φ
(i)
ξ =

 i∑
j=0

(−1)j
(
α1

j

)
ξi−j−1, . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
αr
j

)
ξi−j−1

T

.

Определим оценку θ̂(N) неизвестных параметров θ из условия минимума суммы взве-
шенных квадратов обобщённых ошибок (εi(b, a, i))

2 , т. е.

min
θ∈B̃

N∑
i=1

(
yi − φTi θ

)2
σ̄2 + bTHξb

, (2)
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где σ̄2= lim
N→∞

1
N

∑N
i=0 ξ

2
i ,

Hξ = lim
N→∞

1
NE

[∑N
i=1 φ

(i)
ξ

(
φ
(i)
ξ

)T]
=


h
(11)
ξ . . . h

(r1)
ξ

...
. . .

...
h
(1r)
ξ . . . h

(rr)
ξ

 ,

h
(mk)
ξ = lim

N→∞
1
N

∑N−1
j=0

∑N−1
i=j

(
αm
j

)(
αk
j

)
σ2(i− j− 1),m=1, r.

Т е о р е м а 1. Пусть некоторый случайный процесс {yi, i= ...−1, 0, 1, ...} описывается
уравнением (1) с начальными нулевыми условиями, и выполняются предположения 1−
−−4. Тогда оценка θ̂(N), определяемая выражением (2) с вероятностью 1 при N→∞,
существует, единственная и является сильно состоятельной оценкой, то есть

θ̂(N)−−−−→
N→∞

θ0 п.н.
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Ivanov D.V. IDENTIFICATION OF LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS NON-INTEGER ORDER
WITH NOISE IN OUTPUT SIGNAL

An algorithm, which is a generalization of the method of least squares, which produces strongly
consistent estimators of the parameters of linear dynamical systems non-integer order with noise in the
output signal in the absence of information about the distribution of the noise, is proposed.
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СВОЙСТВА ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ВЫПУКЛОСТИ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ L2 - НОРМ ПРОИЗВОДНЫХ

ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

c⃝ Е.В. Иванова

Ключевые слова: гильбертово пространство; ω -периодическая векторная функция; аб-
солютно непрерывная; измеримая производная; равенство Парсеваля.
Получена теорема о взаимосвязи норм производных векторной ω -периодической функ-
ции в комплексном гильбертовом пространстве. В доказательстве используется равен-
ство Парсеваля при разложении функции в ряд Фурье.

Пусть H— комплексное гильбертово пространство со стандартным обозначением нормы
и скалярного произведения. Пусть R— числовая прямая и x(t) :R→H есть векторная ω -
периодическая функция

x(t+ ω) = x(t).
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